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Sur les ensembles ramifi臼.

Par 

Toshio HIRAGUCHI 

On dit qu'un ensemble ramifie (tab1eau ramifie) E est regulier s'i1 jouit des 

proprietes suivantes : 

(1) Le rang ρde E (voir nO 1) est un nombre initia1 regulier. 

(II) La puissance de toute section de E (voir nO 1) est plus petite que la 

puissance du nombreρc'est -a -dire plus petite qu巴 lapuissance d'un ensemble 

biεn ordonne dont le type d'ordre est P. 

Dans son travail (1)， M. Kurepa a constrllit un ensemble ramifie regulier de 

rang ρt巴1qlle s'il est etabli qu'il possede une partie bien ordonnee de type Q ou 

qu'il possede llne partie de puissance ~ 1 dont 1es e1ements sont incomparab1es deux 

a deux， le probleme de Souslin (2J sera resolu affirmativement. D'autre cote M. 

Miller a demontre， dans sa note (3J， que s'il existe un ensemble ramifie regulier 

de rang Q qui possede ni partie bien ordonne de type Q， ni partie de puissance ~ 1 

dont 1es elements sont incomparab1es deux a cleux， le probleme cle Sous1in sera 

rるsolunegativement. 

Dans cette Note je vais prouver un theorem巴 (voirnO 6) qui donne une condition 

necessaire et suffisante pour qu'lln ensemble ramifie regulier de rangρpossede 

une patie bien ordonne de type ρ. 

1. Soient E un ensemble orclonne et a un element de E. Le sous -ensemble 

{X I xEE， Xく α}est designe par S (a ; E) et appele segment de E par a. Le sous-
ensemble {x I xEE， Xとa}est design己 parR (a ; E). On appelle ensemble ramifie 
l' ensemble orclonne E s'il jouit cle telle propriete que pour tout e1ement a de E le 

segment S (a; E) est un ensemb1e bien orclonn丘

Soit E un ensemble ramifie. On clit qu'un elem巴nta cle E est de rang a si le 

type d'orclre clu segment S (α; E) est le nombre ordinalα. L' ensemb1e cles elemen ts 

cle rang a s' appelle section de rang a et se note E(1' On designe par Xαun elem巴nt

de Eαー Onvoit sans peine que : 

(1・1) Pour chaque element Xαde rang a > 0 il existe une et une seuleμrtie 
bien ordonn白 {x'l' I <:p三三α}telle que 

Xoく Xlく X2く・・・くxヂく・・・くxα・

(l・2) Pour chaque couple d'elements xαet xs tels que aくs，xαく 3ピβouxαet xβ 
sont incomparables. 

Il en suit que Eα= Q entraine E'I' = Q pour tout nombre ordina1 <:pとa.

Soit P un nombre orclinal. On clit que le rang cl'un ensemble ramifie E est ρ， si 



2 T. HIRAGUCHI 

Ep = 'Q tandis que E'Pキ日 pour tout nombre ordinal '1'くρ. Il est c1air qu'un 

ens巴mbleramifie E de rangρpeut etre rεpresente comme une reunion dεs sections 

Em: E = Um___nE Fくρ '1'・
2. Soient E un ensemble ramifie de rang ρet ヂ unnombre ordinal plus petit 

queρ。Ondit qu'un element de E est de 1うremierecategorie par rapport a '1' s'i1 est 

incomparable a tous les elements de rang '1' de E， On note Cl ('1'; E) la partiε 

formee de tous les elements de premiere categorie par rapport a rp. 

En tenant compte d色 (1.1)et dε (1.2) on peut verifier facilem色ntles deux pro 

positions suiv旦ntes.

(2・1) Si XEC1 (cc;E)， le rang de X est 1うlusJうetitqu'cc， d'ou on a C1 (O;E)= Q. 

(2・2) Pour chaque couple de nombres cc， s tels que ccく Fく ρ，on a C1 (cc;E)長
C1 (s ; E). 

On dit qu'un element X est de sconde categorie par rapρort a un nombre '1'くρs'il

εxiste unるlementx'P de rang '1' tel que Xく X'P'On note C2 (少;E)la partie formるe

de tous les elements de scond巴 categoriep乱rrapport a '1'. 

On peut verifier sans peine les propositions suivantes. 

(2-3) XEC2 (α ; E) entraine S (x，'E) cC2 (ぴ ;E). 

(2.4) Si ccく s(く ρ)，on a EαnC2(s;E)キ、氏

(2巧) Si ccく s(くピ on a C2 (α ;E)~C2(ß;E). 

(2.6) Si ccく s(く ρ)，on臼 4町'1.= [Eα門C1(s;E)]U[Eα円C2(s ; E)J. 

On dit qu'un element X de E est de sconde categorie dans E s'ilεxiste un nombre 

ordinal a tel que 

XEn  α<'1'くρC2 (rp ; E)。

On note Cz (E) la partie formee de tous lesるlementsde sconde categorie dans F. 

On voit sans peine que: 

(2.7) XEC2 (E) entraine S ; E)cC2 (E) 

On a， de plus， les dεux proposi tions suivantes. 

(2.8) Quel que soit le nombre a (く ρ)， 

Cz (E) = n αく伊<ρCz(rp;E). 

Soient， en effet，αet s deux nombres tels queα く s(く ρ).Par (2.5) on a， pour 

chaque nomber rp'::;:; s et pour chaque nombreψ〉ム

C2 (rp ; E) ~C2 (ψ ; E) 

d'ou on a 

日α〈伊豆sC2 (rp ; E) c円β<ψく ρ Cdψ; E)。

On a donc， quels que soient les nombres a et s， 
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日αく伊くρCzCso;E)=nβく1j1くρCzCψ;E); 

en particulier on a， quel que soit le nomber a， 

nαくヂくp Cz(so;E)=nOく伊くρC2(so;E) 

d'ou 

nαく伊くρ Cz(ヂ;E) = Cz (E) 

par la defini tion de Cz (E). 

(2.9) Pour tout nombreα(く P)on a 

Eα什C2(E) = EαU  αくFくρC1(タ;E). 

En effet， par (2・8)et par (2・6)，on a 

Eαn C2 (E)ニ Eα円[日αく伊<ρCZ(タ ;E)] 

=nαく伊くp[Eα日C2(ヂ;E)]

=EαU  α<'Pくp[Eα-Ea日CzCψ;E] 

=Eα U αく伊くρ(EαnC1(so;E))

=Eα Eα内(U日く伊くPCl (タ ;E)) 

3 

3. Soit E un ensemble ramifie de rangρ. Posons， pour chaque nombre rp (くρ入

p;=C1(ψ ; E) -Uψく'PCtCψ;E) 

et posons， pour chaque nombreα(く ρ)，

E:zEα nP:， a < soく ρ.

(3・1) Pour chaque n01ル t び(く ρ〉ωαC1(α ; E) = U伝 αP;-

En effet il est clair， par la definition et par (2・2)，que 

C1(a;E)コU区 αp;

Pour d'avoir l'inclusion inverse soit x un element de C1 (a; E). 

Comme C1 (0; E) = ，&， il existe un nombre 伊豆αtelque x EC1 (タ ;E) tandis que 

X $C1 (ψ ; E) pour tout nombreψ く rp，de sorte q ue 

On a donc 

XEC1(SO;E)-Uψくρ(ψ;E)=P;

C1(a;E)山区αP;

(3.2) Si aく s(くρ)，on a E:cC1 (s; E) pour tout nombre rp tel queαく rp<!3，
et 1りarsuite on a 

UaくヂくβE:CC1(FJE)・

Cela巾 ulte 凶 diateme川 de(3・1)εtdes d己fini出 m dep;et de E:. 
(3・3) Siαく s(くρ)，on a E日什C1(ん:E)=Uαく伊豆sE乙
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En effet par (3.1) on a 

E臼nC1(s; E) = Eα円 (uPヨP;)

=u区 s(Ean P:) 

=uαく伊豆s(Eα円pp
=u α〈伊豆F

(3.4) Pour chaque nombreαく ρ ona 

EαnC2 (E) = EαUαくFくρE;@

En effet， par (2.9) et par (3.3)， on旦，

Eα (Eα日C2(E))= Eα日(uαく伊くρC1('P; E) 

=u  αく伊くρ(Eα内CtCヂ;E)) 

=uαく伊くρ(uαく伝FEf)

=u  αく?くρ

Il en resulte aussItot le 

Lemme 1. Soieni E un ensemble de rangρ， et Eαune section de E telle 

qu'il existe un nomore s tel que s > a et E~ =日ρourtout幻ombre'pミ;s; alors on 
aEα日C2(E)キ日.

Demonstration. Admettons， par contre， que Eαn C2 (E)二日. Alors， par (3.4) et 

par (3-3)， on a 

Eα=uαく伊〈βE3cEαnC1(s; E) cC1 (s ;E) 

d'ou on a Eα日C1(s ; E) =Eα。 Donc，par (2.6)， on a Eα凡CZ(s ; E) = 'GL contraire 

mεnt a 

4. On dit qu'un ensemble ramifiる E est r語guliers'il joui t des proprietes 
suivantεs 

( I) Le rang ρde E est un nombre initial regulier， c'est-a-direρest un nombre 

initial qui n' est pas limite d'une suite transfinie de typeく p.

(II) La puissance de toute section de E est plus peti te que la puissance du 
nombre ordinal p. 

Designons par 1M [， au lieu de M， la puissance d'un ensemble M， et par [ r:p [， au 
lieu de rp， la puissanc巴 d'unnombre ordinal 件

(4リ SoitE un ensemDle ramifie regulier de rangρ QueZ que soit le nombre 

α (くρ)，il exisie un nombre s (α)〉 dteJqMG E:=Bρour out tnombre伊三三s(a)図

Demonstration. Admettons que le contraire soit vrai. Alors pour tout nombre 

r>αl'ensemble Mrこか [rく¢くん E;キ日}des nombres r:p tels que rく伊くρet
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E:キ日 neserait pas vide. Par suite on peut definir p且rin伽 ctiontransfinie 

une suite transfinie croissante {a (9')}α<rp<ρdes nombres ordinauxα(ψ) tels que 

Erp〕今日 commeil suit. Soit a (a -1-1) le plus petit 即日lbrede l' ense凶 )leMα十 1・

Supposons qu巴 pourtout nombre 9' tel queα く¢く sun nombre a (判 soitdefini. 

Dans le cas ou s est un nombre isole soitα (s) le plus petit nombre de l'ensemble 

Ms_l・ Dansle cas ou f3 est un nombre limite posons 

A = lim a (タ).
αく伊くjヲ

Comme tout a(9') estplusp巴titqueρet ρest regulier， Aく ρ.Soi t a (め leplus 

petit nombre de l'ensemble Mlc・主vidementα(バ)>α(9') pour tout nombr巴 rptel 

que aく¢く s. Ai nsi on obtiendra la sui te demand己巴 Comme p est un nombre 

initial il est indecomposable par rapport a l'addition， c'est-a-dire il n'y a pas de 

nombre ordinal c く ρ tel que a -1-c ニ ρ . 1日1en resu叫llt白eque le t吋yped'or口吋dr閃ed配ela 

s以叩u山1

mutuellement disjoints. D011C on乱

IU αく伊くρ E~(rp) 1とlρ1・

D'autre cote par (3.4) 011 a 

1 Ea 1 = I EαrIC2(E))U(U臼くFくρ E:) ! 

乙IUαく伊くρ E~(rp) 1 

Par suite 011 a 1 E日 lとlρ1，c011traIrement a propriete (II). Notre assertion est 

ai nsi cl己montr白.

Il resulte de (4.1)， (3・4)et clu lemme 1 que 

(4・2) Si un ensemble ramifie E de rang ρ est regulier， on a 

Eαi1 C2 (E)キ日

quel que soit le nombre aく ρetil existe un nombre s (a) > a tel q u巴

Eα日C2(E) = Eα一Uaく伊くβ(α)E~. 

Posons maintenant 

E;ニ Eα日C2(E)，盆=U rpくρ九.
ベー

Il est clair que E = C2 (E). Voila la proposition 

(4.3) Si un ensemble ramifie E de rangρ6st dg14Jter，JE S0145-Ensembfet est 
aussi un ensemble ramifie regulier de rangρdont les elements sont tous de sconde 

長 会 会長

categorie dans E， c'est-a-dire E = C2 (E). 

Demonstration. Soit a un elem巴ntquelco問問 de左.Par la 耐 finition cle企et
par (2.7) on a 
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寺子

S (a " E)亘 itd'OMond S (dJjE)=S (dJE).DOIIC S (dJE)est bieIlordOIII16pour 
勢 手十

tout el己menta de E ;par suite E 'est un ens巴mbleramifと D'aprse (4.2)， pour 
+守勢持

tout nombre ffJくん ona Ecpキa因 EvidementE p = 'Q. Le rang de E est donc p. Il 
* 者

est c1air que I Erp Iく |ρIpour tout nombreタくρ.E joui t anisi des propriるtes
* * (1) et (II)， donc i1巴stregulieL Pour demontrer que E = C2 (E) adm巴ttonsque 
発ーた 令守

c'est le contr且irequi a lieu. Soit X unるlementde E -C2 (E). Alors XEC1 (a ; E) 

pour certain nombre aく ρ. D'apres (4-2) on a 

令÷

Eα =Eα-uαく伊くs(α) E: 

pour certain nombre s (α)>仇 Soit r un nombre tel que s (ぴ)く Tく ρComme
* XEC2 (E) = E， il existe， d'apres (1 1)， un element xr de Er et un element Xαde 

Eαtels q山 ZくZα く X(' P訂 (201)九牢C1(r; E). Or Par (3，2) on a E~ cC1 Cr;E) 

pour tout nombre ffJ tel que aく伊く s(a)四 Ona donc 

C1 (r ; E)コUα<rp<s(α) E~= Eα一九
争:L -;f 

Par suite on a Xαtj=E日 - Ea d' OU 011 a XαEEa' ce qui est impossible puisque Xく 5日
". 

et XEC1 (ぴ ;E). 

Par consるquenton a le 

Lemm 2， Si un ensemble ramifi・ede rangρest regulier， il 1うossedeune partie qui 
est aussi un ensemble ramifie reglier de rangρdont les elements sont tous de sconde 

categorie dans lui-meme. 

5. Soit E un ensemble ramifie de rangρ. Une chaine 1 dans E (c'est-a-dire 

une partie bien ordonnee de E) est appelee cha~'ne initiale si xEI entraine S (ιE) 

cI. 

Une chain巴 maximal色 dansE est une chaine initiale. Chaque segment de E est 

呂ussiune chaine initiale; mais la converse n'est pas necessarement vraie; une 

chaine initiale est un segment ou non selon qu'elle a une borne superieure d旦nsE 

ou non. 

Soitιune chai即 initialedans E de type a. Si 1.αest un s巴gmentde E， la 

borne s叩 eriεurede ιest un element de Eα。 Si1αn'est pas segment on peut 

ajouter un nouveau自己menti:αaE臼 detelle facon qu'il est la borne superieure de 

九 et qu'il n'est comparable a aucun element de E一九。 Enajoutant， de cette 

m旦nue，un nouve呂uelement Xa a Eαpour toute chaine initial de type a qui n'est 

pas segment on obtient un nouveau ensemble qu'on note Eα・Posons

E=U  α<ρEα・

Alors E est aussi un ensemble ramifie qu'on appelle la fermeture de E. Il巴stclair 

que la section CE)αde rang a de E est egale a Eαet q ue toute chaine i ni tiale dans 
E a la borne superieure dans E. Par consequent E peut differer de E seulement 

des sections dont le rang sont nombres limi tes. Quant a la section Eρde rang ρ 

de E， elle est vide ou non vide (par sui te le rang de E est ρou p+1) suivant qu'il y 
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a une chaine initiale de type ρclans E ou non. En tous cas E-Eρest un ensemble 
ramifie de rangρet chaq ue chaine i ni tiale de type aく ρdansE a la borne 

superi巴ureclans E-Eρ(naturellemen t clans E a)' 
Consiclerons 111aintenant l'ensemble E cles chaines initialauxe clans E ordonne 

par la relation cl'inclusion. En clesignant par Eα1  ou par Eα l' ense111 ble cles 

chaines initiauxe de rang a selon qu' a est un n0111bre isole ou un nombre limite， 

E se represente come une reunion cl巴 E伊 E=UsvくpESV' On voit sans peine que 

la corresponclence qui fait corresponclre a chaque element 1 cle E la borne supe 

n巴urede 1 clans E est biunivoque (EαSεcorrespondan t bi uni voq uemen t主 Ea)' Par 

suite E est aussi un en semble ramifie samblable a E. 

On a la proposi tion 

(5・1) Soit E un ensemble ramifie dont le rangρ est un nombre inilial regulier 
jouissanl de la propriete 

(III) pour tout nombreαくん IEαlく |ρ 1，c'est-a-dire E-Eρ est un ensembl e 
ramifie regulier de rang p; alors il y a au moins une cha:ne initiale dans E dont 

le tY1うed' ordre est ρ. 

Demonstration. Soi t E l' ensemble des chaines ini tiauxe clans E. 

Comme l'ensemble E -Ep = U α<pEαest samblable a E-E p' il est un ensemble 
~/; 

ramifie regulier cle rang ρ Il y a clonc， par le lemme 2， une partie E cle E -Eρ 

dont les ele111e11t sont tous cle sconcle categorie clans lui-meme. Donc tout element 
ラ手

cle E clont le rang est plus petit queρ(c'est-a-clire toute chaine initiale dans E 

clont le type d'orclre est plus petit queρ) n'est pas maximal. Par consequent si 

* U11 element de E est maximal， il a le type cl'ordreρcomme une chaine clans E. 
者

D'autr巴 coteon voit facilement que 1'ensemble ordonne E est inductif， c'est-a-clire 
今寺

chaque partie total巴mentorclonnee de E a la borne sup己rieuredans lui-meme. 

Donc E possede au moins un element maximal par le lemme cle Zorn. Cet el己ment

maximal cloit etre cle type P. Notre lemm巴 estainsi etabli. 

Il est clair que si un ensemble ramifie regulier clεrang ρpossecle une chaine 

initiale lp cl色 typeP， il possさcleune partie qui est un ensemble ramifie r己gulier

cle rangρ(par exemple， 1ρelle-meme). On a clonc le 

Lemme 3. Pour qu'un ensemble ramifie dont le rangρ est un nombre inital 

regulier poss台de une 1うartie bien ordonnee de lype p， il faut et il sそがtqu' il 

Jりossedeune partie A tele que互-::4ρestun ensemble ramifle r語gulierde rangρ. 

6. Soit E un ensemble ramifie (r己gulierou 11on) cle rang ρPour une partie 

Fαcle la section Eαposons 

S (Fα; E) = U aα巴F日 S(αα ;E) et R (Fσ; E) = U aaEFαR (aα; E) 

olI S (aα; E) = {x I X E E， xく aa}et R (αα ; E) = {x I x E E， x孟αα}.

(6・1) Siαく浮くれ ona 
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Eα円S(Eβ;E)~EαnS (Er; E)， 

ErnR (Eα;E)=ErnR(Eβ; E). 

En effet， pour tout element ar de Er il existe， par (1・1)， un element as tel que 

aβく ar. 11 en suit que pour tout segment S (ar; E) il existe un segment S(句 ;E) 

tel que S (as; E)cS (ar; E). Cela entraine 

S (as; E) nEa口 S(ar; E) nEα・

Par sui te on a 

S (ar ; E) n Ea E S (Eβ; E) nEa 

d'oむ

EαnS (Er; E)亘EαnS(Eβ;E). 

La derniere partie de la proposition peut etre prouvee de la meme raisonnement. 

(6・2) Pour un en沼embleF de tarties F日 deEα， on a 

f1FaE F S (FaJ E)=S (f1FαEF Fα; E)・

En effet， S (aα E) E nF_ E F S (Fα E) entraine que S (aa; E) E S (F，α; E) 
α 

pour tout F，αE F， ce qui montre que a.αEFαpour toute FαE F， c'est-a--dire 

aaEnF_ E F Fα・Ona donc S (aα; E)ES(nF_EFFα; E) d'ou on a 
α 

nFaEF S(Fa;E)亘S(npαEFFα;E)・

Pour avoir l'inc1usion inverse， i1 suffit qu'on marche inversement le long de ce 

raisonnement. 

(6・3) Si ctく¢くψ(く ρ)，on a 

EanS (EcpηS(Eず.，;E) ; E)口 EαnS(Eψ;E). 

En effet， aa巴EαnS(Eψ;E) entraine aaεS (aψ; E) pour certain element aψEEψ， 

d'ou on a aaく Gψ・ 11y a donc un element acpεEcp tel que aaく acpく dψ，ce qui 

entraine atpES (aψ;E). Par suite on a acpEEcpnS(Eψ; E). 

Or on a aaES (acp ; E)， donc aαεS (EcpnS (Eψ; E) ; E)， d'ou on a l'inc1usion 

EanS(Eψ; E)亘EαnS(Ecp nS (Eψ; E) ; E). 

Pareillement on a l'inc1usion inverse. 

Soient ct et βdeux nombres tels queα く βく ρetsoi t F s une partie de Eβ・

L'ensemble Eαn S (F s; E) s'appelle trace de F s sur Ea et se note Tα(Fs). 

(6・4) Si αく少くψく(くρ)，on a Tα(Ecp)三Tα (Eψ)et Tα(Eψ) 
=Tα(T cp (Eψ)). 

En effet， d'apr色s(6・3)on a 
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Tα (T rp (Eψ;) = EallS (T" (Eψ) ; E) 

=E日rlS(ErpriS CEψ; E) ; E) 

ニ Eα円S(E叶 ;E) 

ニ Tα(Eψ).

Tα (Erp);;;;; Tα(Eψ) est evident par (6・1)et par la definition de la trace. 

(6.5) Siβく r1， 012 a 

Tβcnrp>αT日 (Erp))ニ nrp>αTβ (T日 CErp))

En effet， par la defi ni tion de la trace et p呂r(6.2)， on a 

Tβ(nrp>αTα (Ecp)) = Es円S(ncp>a T日 (E伊); E) 

ニ Eβr1cncp>α S(TαCEcp) ; E)) 

=ncp>α (EβnS (Tα(Ecp) ; E)) 

=ncp>α Ts (T日 (Ecp))'

(6.6) Si ncp>αT日 (Erp)='0 ρour un nombreαく ρ，alors ncp>β Ts(Ecp) ='Q 

ρour tout nombre sく ρ.

En巴ffet，lorsqueαミson a par (6.4)巴tpar (6.5) 

ncp>βTβ (E'P)亘nrp>α Ts (Ecp) 

=nrp>αTβ (Tα(Ecp)) 

=Tβcncp>αTα (Erp)) 

='0. 

Lorsque r1く scomme on a Tα(Ecp)長 Tα (Eψ)pour tout nombre rp > yl'， on a 

ncp>βTα (Ecp) = (ncp>βT日 (Ecp)) 日 (nß孟ψ>a Tα (E~ヶ))

= ncp>αT臼 (Ecp)

=0'0. 

Posons maintenant 

A (rp) = S (Ecp; E) U R (Ecp; E) 

pour chaque nombre rpく ρetposons 

A=ncpくpA (rp)・

9 

Il est clair qu' A est un ensemble ramifie dont la section Aαest egale a A日E日

excepte le cas ou A est vide. 

(6.7) Aαニ nrp>αTα (Ecp)pour tout nombre r1 く ρ.

En effet， 
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Aα = AnEa =npくp (A(y?)nEα) 

=(n伊豆a(A (y?) n Eα)) n (np>α(A (y?)ηEα)) 

Or comme on voit sans peine 

( R(Ep; E)nEαsi伊三d
A (y?)n Eα= 1 

¥ 5 (Ep; E) nEαsi y? > d. 

On a donc 

Aα=(円伊豆α(R(Ep; E)ηEα))n(np>α(5 (Ep; E) nEα) ). 

Mais par (6・1)on a 

Il en resu1te que 

n伊豆a(R (Ep; E)ηEα) ニ R(Ea; E)nEα 

= (Uaα EE日R(a日 ;E)) nEα 

口 E
a' 

Aα=np>ι(5 (Ep; E)ηEa) =np>αTa (Ep)' 

Designons par Aαla section de rang d de la fermeture互deA (cf. nO 5). 

On a la proposi tion 

(6・8) 互α=Aαpourtout nombre dく p.

Demonstration. 11 est clair que 互0=Ao. Pour α> 0， evidement Ãα ~Aa' 
Admettons que Aα-Aαキ'Q et soit aa un element de 互α-Aα・ Lesegment 
5 (a，α;互)de互estune chaine initiale dans A qui n'a pas borne superieure dans A. 
Il est evident que 

5(亙α;A)コA=npくρA(y?)， 

d'ou on a， pour un nombre arbitrair fi > 民

5 (aa;互)cA(fi)=5(Eβ;E)U R (Eβ; E). 

Mais 5 (亙α;互)nR (Es; E) = 'Q， car le rang de chaque element de 5 (a，αJ互)巴stplus 

petit que fi. On a donc 

5(吾α;亙)c5(Eβ;E) =UαβEEs5(as;E)・

Donc， comme on voit sans peine， on a 

5 (aa;互)c 5 (as; E) pour certaine as E Eβ・

Par suite 5 (aαJ互) doit avoir la borne superieure dans 5 (aβ; E) (nec巴ssairement

dans Aα)， ce qui est absurde. 

On peut maintenant etablir le theoreme annonce au debut de cette note: 
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Theoreme. Pour qu'un ensemble 1'd1nifie regulier E de rangρ1うoss台deau nzoins une 

lうartiebien ordonnee de typeρ， il faut et il sut)it que l'intersection des traces de 

tous les sections de rang > 0 sur la section Eo n'est pas vide c'est-a-dire 

noくcp<ρT0 (Ecp) 

Demonstraions. Considerons la partie A de E introdui te cI--dessus : 

A=n伊くpA (ヂ).

La conditiont no<cpくρTo(Erp) ~Q entraine， par (6.6)， que nαくPくρTa (Ecplキ'Q

pour tout nombreα く ρDonc011 a， par (6・7)，

Aα 去でn pour tout nornbre c{く ρ.

Le rang de A est doncρ. Or d'apres (6・8)on a 

1:4α1 = 1 Aa 1三IEαiく ρ.

A-Aρest ainsi un ensemble ramifie regu日er de rangρDonc E possode， par 

lemme 3， une p旦rtiebien ordonnee de type ρ Il est evident que la contraire est 

vral巴，

Remarqu巴 La condi tion n 0く伊くρTo(rp)半、ニ悶 est equivalente a la conclition 

nαく伊くρTα (rp)= Q pour un (ou pour tout) nombre fi tel que 0く dくρ.
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Errata: T. HIRAGUCHI，“Sur les ensembles ramifi臼'二

P. 8， ligne 13: L'egali te doi t etre remplace par l'inclusionヨ.

P. 8， ligne 14-19: On doit lire: En effet， x εS(npαEF E臼 ; E) 

entraine X E S (aα E) pour un element aαde npαE F F.白， d'ou on a 

X E S CF'，α E) pour tout FaεF. 

c'est-a-dire 

XEnpαE F S (Fa ; E). 

P. 9， lignes 7 et 9 L' e.:;ali te doi t etre remplace par l'inclusion長.

P. 9， ligne 12 L'inegalite "s < a" doit etre remplace par l'inegalite“β>a 

P. 9， lignes 13四21 On doi t lire En effet， admettons， pour contre， q ue 

日'1'>βTβ (E'P)キ'Qpour un nombreβ>a. Alors on a Tαcn'P>β Ts (Eヂ))キQ.

Par (6.4) on a 

Tα (E'P) = Tα(Tβ(E'P)) ;;;;:> Tα(円少〉βTs(Eψ)) pour toutヂ〉ん

d'ou on a 

日'1'>日 Tα (E'P)主Ta (n~か >ßTß(Eýf)) キ Q ，

contrairement a la condition n'P>αTα (E'P) = 'Q. 

P. 10， ligne 21 “コ"doi t etre remplace par“c'¥ 

P. 1印0， ligne 30 “互α"doi t etre remιplace par “Aαa 

P. 1日1，ligne 3 “rang> 0 sur la section Eo" doit etre remplace par “rang>a 

sur la section E日pourtout nornbreα〉 ρ

P. 11， 1μigne 4 “no<'P<ρ To (E'Pρ) 占キ"， t政託"doit etr陀er日emplacepa訂r 

“ 口α<'1'くρT日 (E伊ρ)主キ"， t臥弘 pour tout a く ρ 
P. 1口1，lignes下8: “La condition欄回一岨四. Donc on a" doi t etre remplace par 

“La condition nαく'1'<ρTα (E'P)キ日 pourtou t nomdre aく ρentraine人

P.11， lignes 14-15 La remarque doit etre ray白.




